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四 内 积 _ 
设 非 零 癌 量 5 =(a,0,a) ,=(D,D,D) 相 互生 特 ， 
则 由 右 多 可知: 


上 2 +1e =l 妨 一 到 | 


必 汪 | 
| 
SI 


| 


司 (ai2+ 22 二 a32) 二 (Di2 十 D22 十 D37) 
= 一 (O1- 0) 二 (2 - 02 六 二 (03 -03 六 
由 此 式 可 推出 


Q1D1 十 0DD2 十 03D3 = 0. 
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定义 设 向 量 
2 0 方 三 人 太太) 


一 一 
0.0=aO +0D ++a3D: 


称 为 x 与 六 的 内 积 〈 或 数量 积 )，G.G 记 为 站 


由 定义 可 知 ， 基 向 量 疡 上 的 内 积 为 
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同 量 的 内 和 具有 以 下 性 质 : 


(5 = 
证 矿 =0.2 
(2) 0.0= 0; 
(3) 0.0O = Da， 

(4) 40 UN Oh 人 AS 人 
(9)0.(0+cC)=0.0+0.C. 

性 质 (2) 一 ($) 很 容易 用 内 积 定 义 作出 证 明 . 


网 3 一 112 
+a 二 as 三 ||c|. 
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由 余弦 定理 可 知 同 


也 -PP+| 21 十 玉 leosg Ge 
15=-2F=aF+llef=-22llollcose 


一 > 
一 > 


215 川 lecos@ = 站 +I2 下 一 | 有 =-2 
= 川 + 十 0 十 让 十 及 十 访 
一 (ai 一 已 让 人 人 态 一 D) (人 一 六 ) 
=2(OO0 二 00 +aa0N) 


4.0= 了 2 川 2llcosc =laliFr7O=liolEr 方 Q. 
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1 风 


010 十 0D2 十 03D: 


cog< 0 >= 一 一 -= 一 一 一 一 一- 
GTO+a2 AD2 二 1 十 及 
1 
看 121 


右 <0， 了 , 则 称 与 0 正 交 (或 垂直 ) ， 记 为 5 上 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


例 1 设 |zlF1l2|F23,| 2- 人 =30, 求 15+||. 
解 5+ 六 外 = (2+D) 一 二 2. 六 十 访 ? 
=|2P+loP+2a:D=650+22.0 


2-pP=(aD2=2 一 2270 二 D? 
=|2P+loP-22.0=650-22.0 

20.0 = -250， 

12+pP=400, 12+2|IF20. 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


例 ]. 4 = (-2.2.0), = (13,-3),c = (3-4,12)， 


Eee 
解 4 =(-6-8+12)(13,-3)+(-2+6 一 3)(3,-4,12) 
= (]-10,18)， 
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例 3， 内 积 的 物理 意义 
一 质点 在 力 有 的 作用 下 从 点 A 移 动 到 B， 力 所 做 的 功 . 
记 了 = 4 有. 则 


一 一 一 一 
不 =|s Ecos< 8, > 


一 三 8. 
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二 .外 积 
定义 : 向 量 “ 与 2 的 外 积 axp 是 一 个 向 量 ， 


() ax2lFIaIlsin < 到 2 >， 
(2) 5x2p 与 5，0 所 确定 的 平面 垂直 ， 
且 2，D，zaxp 符 合 右手 系 。 


外 积 义 称 为 回 量 积 . 
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外 积 的 性 质 


(3) (4a)xp=MGxpb); 
(6O) (+D)xE=axEc+Dxc 
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外 积 的 几何 意义 


ExplFlaIlollsin< 丈 > 
了 
= 以 ca 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 
基 回 量 的 外 积 
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利用 坐标 计算 外 积 


设 5= (oaa),D = (记忆 ; 访 ), 则 
忆 x=(g 二 OHTa)x(D 十 记忆 大) 
一 0 D 大 -0D7 一 0DD 磊 +aDI +aD 7 一 0D7 


= (0 一 0 +(a30 一 0iD)7 + (0i02 一 0 记 ) 大 


1 7 大 
=|Ia 0 0 
0 D 0 
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例 2 求 与 =31 2 7+455= i++ 六 2 天 都 垂直 的 单位 向 量 。 
解 
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例 3 在 顶 氮 
角形 中 ， 求 AC 边 上 的 高 BD， 


解 。 4C=(0.4.-3),4B = (4.-5.0) 


为 4(1 一 12),B(5 一 62) 和 C(13, 一 全 的 三 


三 角形 4BC 的 面积 关 


一 > 


一 > 


S= 二 | 4Cx 4 有 | 


] 


一 > 


4C IFV4 +(-3) 


29 


1 和 +12“+16 = 一 


.7DDD 


29 


四 


.… DJ = >， 
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例 4 设 单位 向 量 04 与 三 个 坐标 轴 夹 角 相 等 ，8 是 操 
MI(1-3,2) 关 于 N(-12,1) 的 对 称 点 . 求 O04 x 08. 


解 设 w 有 7 是 0O4 的 方向 角 ， 则 
0O4= (co0S m% coS 已 cos 7 ). 
由 wx<==y 可 得 


c0S2C + c0S2O + c0S2Y = 三 3 co0Sa =1. 
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设 操 8 的 坐标 是 多少 刀 则 扣 N 是 MB 的 中 扣 ， 且 


Eee 2+2_ 1 
2 2 2 
X= 一 3 7= /27=(. 

0O5 = (-3, 7, 0)， 

六 7 大 
| 
\3  V3  V3 V3 

-3 7 0 
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例 5 外 积 的 物理 意义 


设 0 为 一 杠杆 [的 支点 ， 有 一 力 F 作 用 在 这 杠杆 上 的 P 点 处 。 
力 F 与 0P 的 夹 角 为 gp。 力 F 对 支点 0 的 力矩 是 一 向 量 戏 , 它 的 模 


EAIHNIOocllE 
= OPIEllsinl 


下 
人 愉 的 方向 垂直 于 0P 与 上 所 决定 
”PP 7 的 平面 指向 符合 右手 系 
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定义 设 已 知 三 个 向 量 2, 5 数量 (2 x 丰 .e 称 
三 个 向 量 的 混合 积 ， 记 为 [ 动 el. 


设 0 三 QT 十 07 十 0 六 = 2 十 已 DK， 
一 > 


cC =CI 二 CC 


L1 0 43 
[5pE]=(2xpb.E = 四 及 
CI1  c?7 3 


这 是 混合 积 的 坐标 表达 式 ， 
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(]) 向 量 的 混合 积 [ 支 e] = (2 x 臣 .2 是 这 样 的 一 个 数 ， 它 的 
绝对 值 表示 以 癌 量 % ,了 2 为 棱 的 平 形 和 面体 的 体积 
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混 合 积 
例 6 已 知 [Gazel=2 ,计算 [(2E+D x (上 ae+D 相 
解 [(Z+Dx(2+G)].(E+D 丫 


=[xp+axE+Dxp+pxec)]:(E+O 


= (G xpb).E+(GxcE.E+0.E+(Dxc).E 
-0 _ _ =0 
+(CxD):G+(Gxc):GQ+0:G+(Oxc)， 


SN] 


= = = (xD): 


多 
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二 
兹 合 积 


例 7 已 知 不 在 一 平面 上 的 四 点 A(xj,y1, 21)， B(X>， y>，Z2> )， 
C(xXa， ya3a, Z3)， D(x4， 4， Z4)， 求 四 面体 的 体积 。 


解 由 立体 几何 知 ， 四 面体 的 体积 等 于 以 向 量 45,4C, 47 
为 棱 的 平 形 六 面体 的 体积 的 六 分 之 一 . 


三 = < 4C 4D] 


40=O2 一 7] 一 722 一) 
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4C = (2 一 为 , 芒 一 ,23 一 
4 = 一 2 一 攻 2 一 
已 一 XI 2 一 力 

六 三 十 一 | 委 一 入 轧 一 筷 
MX4 一 JJ4 一 思 


却 中 正 负 号 的 选择 和 行列 式 的 符号 一 致 


基 

22 一 < 
23 一 < 
5 网 
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